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Introduction 

Soient Q, P±, Pt G Xjv] et fj,±, /i/y des nombres complexes de module 1. 

On considère la série de Dirichlet généralisée suivante : 



Z(Q,I J i,...,l J T,^l,---,^N,Si,...,ST) - > — — ^ — — : 

ou (si, st) G <L • 

Le prolongement de ces séries a été étudié successivement par Mahler ((Ml); Mellin (|31J), Cassou- 
Noguès ((§]), Sargos ((22]), Lichtin (EU) et Essouabri f[55]). 

Une simple adaptation du résultat de [22] permet de voir que si P\,...,Pt vérifient l'hypothèse 
probablement optimale HoS (voir ci-dessous), alors cette série se prolonge méromorphiquement à C T . 
On s'attend à ce que, lorsque la série est réellement tordue (c'est à dire lorsque /ii,...,/^ sont tous 
différents de 1) le prolongement soit holomorphe. Comme nous le montrerons sur un exemple, ce n'est 
pas toujours le cas. Dans ce travail nous introduisons une classe de polynômes contenant strictement 
celle des polynômes à coefficients positifs et contenu dans celle des polynômes vérifiant HqS. Nous 
montrons que dans cette classe le prolongement de Z est holomorphe sur C T . L'utilisation de ces 
séries multivariables (ie T quelconque) fournit le cadre naturel d'un lemme d'échange crucial. De ce 
lemme d'échange on déduit le principal résultat de ce travail à savoir des formules simples et explicites 
pour les valeurs aux points s = (— k\, — kx) € (— N) T (T-uplet d'entiers négatifs). Nous transformons 
alors ces formules pour retrouver celles de Cassou-Noguès permettant de réaliser l'interpolation p- 
adique. Rappelons qu'elle en avait déduit l'existence des fonctions zêtas p— adique associées aux corps 
de nombres totalement réels. Ce résultat avait aussi été obtenu indépendamment par Barsky (p]) et 
Deligne-Ribet ([23]). 

L'étude des valeurs aux entiers négatifs de séries de Dirichlet associées à des polynômes de plusieurs 
variables est un ancien problème lié en particulier aux propriétés de divers fonctions zêta intervenant 
dans l'arithmétique des corps de nombres (fonction zêta de Dedekind...cf Shintani (|36|)). Les résultats 
les plus importants en lien avec notre travail sont ceux obtenus par Pierrette Cassou-Noguès ([7J et [9J) 
dans le cas d'un polynôme à coefficients positifs ( T = 1 ). Citons aussi le travail de Kwang-Wu Chen 
et Minking Eie ([H]) qui ont obtenu sous les mêmes hypothèses que Pierrette Cassou-Noguès et par 
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des méthodes semblables aux siennes des formules très simples pour les valeurs aux entiers négatifs 
—k. 

Dans notre travail nous obtenons des formules aussi simples que celles de Kwang-Wu Chen et Minking 
Eie mais pour une classe plus générale de polynômes (classe HDF) et pour des séries associées à 
plusieurs polynômes ( T quelconque). Par ailleurs nos méthodes sont radicalement différentes de celles 
utilisées par Cassou-Noguès et Chen- Eie ; nous espérons que la méthode du lemme d'échange donne 
une meilleure compréhension de la nature de ces formules. 

Signalons enfin que lorsque les séries ne sont pas (forcément) tordues le cas très particulier des formes 
linéaires a été étudié par divers auteurs (Akiyama, Egami et Tanigawa dans ; Akiyama et Ishikawa 
dans |2] ; Akiyama et Tanigawa dans (H] ; Arakawa et Kaneko dans @] ; Egami et Matsumoto dans (221 ! 
Zhao dans 02] ...)• 



Plan 

Enoncés des principaux résultats. 
Quelques remarques. 

Des lemmes sur les polynômes à plusieurs variables. 
Prolongement holomorphe des intégrales Y. 
Domaine de convergence de Z. 
Représentation intégrale. 
Preuve du théorème Q 

Lemme d'échange et valeurs de Z aux points de (— N) T . 
Une formule pour les valeurs de aux entiers négatifs. 
Preuve des théorèmes 4 et 5. 



Enoncés des principaux résultats 

Convention : dans tout ce travail on dira d'une série à N > 1 variables qu'elle est convergente 
lorsqu'elle est sommable (au sens des familles sommables). 

En particulier, une série à une variable est dite convergente lorsqu'elle est absolument convergente. 

Notation 1. On note T = {z € C | \z\ = 1} et J = [1, +oo[. 

Définition 2. Soit fj, ET, 
On pose Cti(s)= V — . 

Définition 3. Soient Q,P U ...,P T G R[X U ...,X N ] tels que VI < t < T Vx € J N P t (x) > 0. 
Soit ^£T N . 
On pose : 

T 

Z(Q,P 1 ,...,P T , f i, Sl ,...,s T )= Y, » m Q(™)l[P t (xn)- s t 

meN* N t=l 
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Remarque 4. Pour \x G T on a : Z(l,X,[x, •) = ( t 



Introduisons une nouvelle classe de polynômes : 



Définition 5. soit P G R[X U X N ] 

On dit que P vérifie l'hypothèse raisonnable (abrégée en HDF dans toute la suite) si : 
Vx G J N P(x) > 

3e tel que a G a n > 1 => — — (x) < x~ e ° (x G J N ) 

Notre premier résultat est de montrer que pour les polynômes appartenant à cette classe, Z possède 
un prolongement holomorphe : 

Théorème 1. Soient Q,Pi, ...,P T G R[Xi, ...,X N ]. 
On suppose que : 

★ VI < t < T P t vérifie HDF 

T 

★ TT-Ft(x) ► 

x— >+oo 

Soit de plus fi G (T\ {1})^. 
Alors : 

Z(Q, P\, Pt, fji, ■) possède un prolongement holomorphe à C T . 
Le résultat suivant est crucial pour la suite : 



Théorème 2. (lemme d'échange) 

Soient P u P T , Qi, Q T > G Xjv] ei Q G R[X U Ijy]. 

On suppose que : 

★ Pi, Pt, Qi, Qt' vérifient HDF 



T 



M |xH+oo 

T' 



* TT^( x ) > +°° 

t_1 xeJ^ 
Soient de plus /x G (T \ {1})^ fei, fcy, Zi, •■, Ït' G N. 
Alors : 



Z (qJIq^^P^.^Pt,^,-^...,-^ =zi^^P t k \Q 1 ,...,Q T ,,^-l 1 ,...,-l T )j 

Du lemme d'échange on déduit des formules particulièrement simples pour les valeurs aux points 
de (-N) T : 



Théorème 3. Soient Q,P 1 ,...,P T G R[X U ...,X N ]. 

On suppose que : 

a) Pi, ...,P T vérifient HDF 
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b)l[Pt(x)- >+oo. 

f-J- |x|-+oo 

T 

Soient h,...,k T G N. On noie QjJP t fc * = ^ a a X a 

t=i c*es 

Soit de plus fi G (T\{l}) iV . 
Alors : 



N 



Z(Q,P 1 ,...,P r ,fi,-ki,...,-k T ) = J2 aa Yi^~ an ^ 

a£S n=l 

De ces formules on déduit les suivantes, qui permettent l'interpolation p-adique : 

Théorème 4. Soient Q,Pi,...,P T G K[Xi, ...,Xjv]. 

On suppose que : 

a) P±, ...,Pt vérifient HDF , 
T 



b)\{PM) ~ > +00. 

4-1 xeJ^ 
So^/x G (T\{l}) w 



^4/ors po«r towi k G N on a : 

z(Q,p u ...,p T ,fi,-k) = ^2 t^-si E {(-i) |j| (")Q(-j)fl^H) fct 

formule dans laquelle la somme sur £ est en fait une somme finie. 

On a en fin le : 
Théorème 5. Soit p un nombre premier. 

On fixe un morphisme de corps de C dans C p , il sera sous entendu dans les écritures. 
Soient Q, P±, Pt G Z[Xi, Xjy] . 
On suppose que : 

a) Pi,...,Pt vérifient HDF, 
T 

b) l[Pt(x)- >+oo ; 

f-J- |x|-+oo 
xe jJV 

C ;VtG{l,...,T} VjeZ^pt^O) • 
Soit fx G (T\{l}) w . 

i_ 

On suppose que Vn G {1, iV} \1 — fi n \ p > p p- 1 . 
Soitre {0, ...,p-l} T . 

Alors il existe Z p (Q, P\, Pt, fi, •) : Z p r — > C p continue telle que : 
Vk G N T vérifiant V* G {1, T} /c t = r t [p — 1] , on aii : 

Z r p (Q,P 1 ,...,P T ,n,-k) = Z(Q,P 1 ,...,P T ,n,-k). 
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Quelques remarques 



Rappelons les définitions de deux classes usuelles de polynômes : 
Notation 6. Si P G R[X U ...,X N ] s'écrit P(X) = ^ d Q X a , alors on note P + (X) = ^ |a a |X a 

Définition 7. -P € R[X X , ...,X N ] \ {0} est dit non dégénéré si P(x) x P + (x) (x € J^) 

Pour plus de détails sur la notion de polynôme non dégénéré, on pourra consulter par exemple [32j. 
Définition 8. soit P G R[Xt, X N ]. 

P est dit hypoelliptique s 'il vérifie les trois conditions suivantes : 
P n'est pas constant 
Vx G J N P(x) > 

V«eN iV \{0} ^(x)- >0 

i |x|— >+oo 

Remarque 9. Les polynômes non dégénérés et les polynômes hypoelliptiques vérifient HR. 

Dans [23J, Essouabri a introduit une nouvelle classe de polynômes qui contient les deux précédentes : 
Définition 10. soit P G R[Xi, X N ] 
On dit que P vérifie l'hypothèse HqS si : 
Vx G J N P(x) > 

Va G N w ^(x) «1 (xé J N ) 

Clairement les méthodes (23] de permettent de montrer le résultat suivant : 

Théorème 6. Soient Q,Pi, ...,P T G R[X U ...,X N ]. 
On suppose que : 

* VI < t < T P t vérifie H S . 

T 

★ TTPt(x) ► +00. 

x^+oo 

* =1 xeJ^ 
Soit de plus [i G T . 
Alors : 

Z(Q, Pi, Pt, fi, •) possède un prolongement méromorphe à C T . 

Remarque 11. // est clair que la classe des polynômes vérifiant HDF est incluse dans la classe des 
polynômes vérifiant HqS. L'exemple suivant montre que l'inclusion est stricte. 

Exemple 12. Dans [23] Driss Essouabri remarque que P(X, Y) = (X - Y) 2 X + X G R[X, Y] vérifie 

HqS mais qu'il n'est pas hypoelliptique et qu'il est dégénéré. 
dP 

En fait Vx > 1 -p-{x, x + 1) = — 1 et donc P ne vérifie pas HDF. 

Ce polynôme est intéressant car il montre que le théorème^peut être faux sous HqS. C'est l'objet 
de l'exemple suivant : 

Exemple 13. Soit P(X, Y) = (X - Y) 2 X + X G R[X, Y] . 
Alors : 

Z(1,P, —1, —1, •) possède un prolongement méromorphe à C. 

7T 

1 est l'unique pôle du prolongement, il est simple de résidu — . 

smn(7r) 
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Preuve : 

Durant cette preuve, on pose Z = Z(l, P, — 1, — 1, 



Z(s)= ^ (-l) m (-l) n [(m-n) 2 m + m}- s 

m,n>l 

= Y, {-l) m ~ n m- s [(m-n) 2 + 1}- S 

m,n>l 

= Y {-l) m ~ n m- s [(m - n) 2 + 1}- S + ^ (-l) m ~ n m- s {(m - n) 2 + 1]~ 

l<m<n l<n<m 

En posant n = m + u dans la première somme et m = n + u dans la deuxième, on obtient 



Z{s) = Y (-l) u m- s {u 2 + l)- s + Y, (-!)*> + u)- s {u 2 + l)- s 

m>l n,u>l 

= as) E(-i)> 2 + i)- + E(-!)> 2 + l )' s £(* + 

n>l 

coo- E *~ 



«>0 



«>1 



l<jfc<U 



= cw Et-^V + ^ + £(-*) V + !) 

M>0 li>l 

= C ( S )E(-i)> 2 + ir s - E (-i) tt (« 2 + ir a fc- 
= coo E(-!)> 2 + !)" s - E(- 1 ) fc+/ [( fc + o 2 + l]"'*"' 

«ez fc>i 
i>o 

Les deux observations suivantes permettent de conclure : 

* c'est une application classique du théorème des résidus de montrer que l)"(u 2 + l)~ 1 



7T 



sinh(7r) ' 



* le théorème H permet d'affirmer que s i— > ^]( — l) k+l [(k + l) 2 + 1] S A; s se prolonge holomorphique- 
ment à C . 



k>l 
l>0 



Des lemmes sur les polynômes à plusieurs 
variables 

Lemme 14. Soient P G R[Xi, X N ] etl<n<N. 
On suppose que P dépend effectivement de X n . 
Alors : 

il existe a € tel que a n > 1 et d a P soit constant et non nul. 
Preuve : 

On note S=supp(P) et P(X) = E a^X*. 

aeS 
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Notons d n = degx n P, on a alors d n > 1. 

On prend a € 5 tel que a n = d n et \a\ = max{|/3| | (3 G S, (3 n = d n } 

Soit (3 G S\{a}, si /3 n < d n alors ^"(X^) = 0, si j3 n = d n alors |/3| < |a| et f3 ^ a donc 3î G [[1, N}] 
tel que # < a h d'où 9 a (X^) = 

On déduit de ceci que d a P = d a (a a X. a ) = a a al donc a convient. 
Lemme 15. Si P G R[X 1 , ...,X N ] vérifie H S alors P(x) > 1 (x G J^). 
Preuve : 

si P est constant, c'est clair. 

On suppose P non constant ; il existe alors n tel que P dépende effectivement de X n . 
Le lemme El fournit a G tel que a n > 1 et d a P soit constant et non nul. 
P(x) 2> c^i^x) (x G J N ) donne alors le résultat. 

Lemme 16. Soient < N\ < N et C un compact de M. Nl . 
SoitPe C(Xi,...,X N ). 
On suppose que : 
R(x) > 0. 

|x|— >+oo 

Alors il existe eo > tel que : 

I N Y eo 

R(x)< [] x n \ (xéCxJ" 1 ) 

yn=7V!+l J 

Preuve : 

la preuve repose sur le principe de Tarski-Saidenberg qui est un outil classique de géométrie algébrique 
réelle. Pour plus de détails on pourra consulter par exemple |2rij . 



Prolongement holomorphe des intégrales Y 

Notation 17. pour l<t<T on note e t = (0, 0, 1, 0, 0) G N T . 
Définition 18. Pour r G M on pose : 

B( r ) = {/ : [r, +°o[-> C | 3(/ n )n 6 N fn ■ [r, +oo[^ C C°° bornée vérifiant fo = f f' n +i = fn}- 
B(r) est clairement un sous espace vectoriel de Ct r,+ °°t. 

Lemme 19. Soient r G M et f G B{r). 
Alors : 

1) il existe une unique suite (f n )n&i où f n G C^' +oc ^ telle que : 

* Vn f n est C°° bornée 
*/o = / 

* Vn f'n+l = fn 

2) Vn G N f n G B(r). 
Preuve : 

1) soient (/„) n eN et {g n )nm convenant. 
Montrons par récurrence sur n > que f n = g n . 
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C'est clair pour n = 0. 
Si l'on a f n = g n , alors : 

fn+2 = fn+l = fn = 9n = 9 n +l = 9n+2 • 

f'n+2 = 9n+2 donc / n +2 — g n +2 est une fonction affine sur [r, +oo[, or elle est bornée, donc elle est 
constante, donc sa dérivée est nulle, c'est à dire f n +i — 9n+i = 0, d'où f n +i = flW+i- 
2) /„ G B(r) est clair. 

Le lemme suivant ne sera pas utilisé par la suite, mais répond à une question naturelle sur la classe B{r). 

Lemme 20. Soient r G M et f : [r, +oo[^ C. 
Alors sont équivalents : 

i) f G B(r) 

ii) Vn 3g : [r, +oo[— > C C°° bornée telle que g^ = f. 

Preuve : 

i) => n) 

Il suffit de remarquer que /n = /■ 

ii) ^i) 

pour tout n G N on choisit g n : [r, +oo[^ C C°° bornée telle que g^ = f. 

(s , .«+i) (n) = / = 9n n) donc 3P n G C[X] de degré au plus n - 1 tel que g' n+1 - g n = P n . 

On note h n = 3î(g n ) et iî n le polynôme de M.[X] dont les coefficients sont les parties réelles de ceux de 

P n . Il vient h' n+1 -h n = R n . 

Supposons Rn non constant. 

Si son coefficient dominant est strictement positif, alors R n (x) > +oo donc 

h' +1 (x) > +oo puis h n+ i(x) > +oo, ce qui est absurde puisque h n+ i est bornée. 

On montre de même que le coefficient dominant de R n ne peut être strictement négatif. 
On a une contradiction, donc R n est constant. 

En raisonnant de manière similaire sur les parties imaginaires on montre que ^${g' n+ i — g n ) est con- 
stante. 

On conclut de ce qui précède que g' n+ i — g n est une fonction constante. 
Pour tout n on pose f n = g' n+ \- 
Alors : 

* f n est C 00 bornée, 

* fo = g{ = f, 

* f'n+l ~ fn = 9n+2 ~ 9 n +l = (d n +2 ~ 9n+l) = 0. 

On en conclut que / G B{r). 

Donnons deux exemples de familles de fonctions appartenant à B(r), le premier est l'exemple "typ- 
ique", le deuxième servira dans la preuve du théorème ^ 

Exemple 21. Soit r G M. 

1) Soit f : [r, +oo[^ C qui soit C°° et périodique de valeur moyenne nulle. 
Alors f G B(r). 

2) Soient a,/3 G R et a G C. 
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OL 

On suppose (5 ^ 0, — é Z et al 7^ 1. 

/ : [r, +oo[— > C définie par f(x) = , , , esi dans B(r). 

1 — aexp(zpx) 

Preuve : 

1) le développement en série de Fourier de / donne le résultat. 

2) * cas \a\ < 1 : 

+00 +00 

f(x) = exp(iœr) a k exp(ik(3x) = a fc exp(z(a + k(3)x) 

k=o k=0 

+°° a k 

On pose donc, pour n G N, f n (x) = ^ exp(i(a + 

fc=0 "WJ 

/n est C°° bornée, = f n f = f ; donc / G B(r) . 
* cas [a| > 1 : 

o" 1 exp(-i(3x) exp(iax) exp(é(a - /3)x) , 

= : -. — — — r — = —a î 777 — TTC — r qui est dans o(rj par le cas précèdent. 

a _i exp(— ipx) — 1 1 — a^ 1 exp(z(— p)x) 

Théorème 7. Soient Q,Pt, P T e C[X 1: ...,X N ] et < N x < N. 

On suppose que : 

a) VI < t < T on a : 

★ Vx G [-1, x J N - N ^ P t (x) £ M_ 

★ |P t (x)| » 1 (x G [-1,1]** x JN-K) 

T 

b) n ip( X )i — > +00 

4-1 xel-i.i^ixj^-^i 

cj 3e > ie/ g«e : a G {0}* 1 x N*"* 1 a n > 1 => ^^(x) < (x G [-1, l]* 1 x J N ~ N i) 

Pt 

Soient de plus f : [— 1, l]* 1 — * C continue et /jVi+l> •••>/iV G £>(!)• 
On pose : 

Y(Q,P 1 ,..,P T J Nl+l ,..J N ,f,s)= [ Q(x)(T[P t (x.)- s *) f(x u ..,x Nl )( TT /„(x n )| 

■/[-i,i]^xj"-*i Vii / / 

^4/ors : 

s 1— > Pi, Prj /iVi+i) •■•) /jV) /) s ) existe et soit holomorphe sur {s G C T | VI < t < T cr t > o"o} 

i?j Y(Q, P\, Pt, Jn!+i, In, f, ■) possède un prolongement holomorphe à C T . 

Preuve 

Grâce àEDil existe eo > tel que : 

T ( N \ 60 

n » n m ( x g [-1, 1]^ x j^-^) 

i=l yn=Afi+l y 

Quitte à diminuer eo on peut bien sur imposer que l'on ait de plus : 

a G {0}* 1 x N*"* 1 a n > 1 ^^(x) < x" 60 (xe x jJV-JV^ 

Pt 
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1) Preuve de l'existence de ctq 



Soit c"o G M. que l'on va déterminer par la suite. 

Soit K compact de C T inclus dans {s G C T | VI < t < T ot > cq}- 

* Soit 1 < t < T. 

|P t (x)| > 1 (x G [-1, lp 1 x J N ~ N i) donc 3c> tel que Vx G [-1, l] Nl x J N ~ N ^ |P t (x)| > c. 
Vx G [-1,1]^ x J^^ 1 c-^P^x)! > 1 donc : a t > a => (c^P^x)!)^ > (c-^P^x)])' 7 ». 
On en déduit |P(x)| CTt > |P(x)| CT " (x G [-1, l]^ 1 x «P^ 1 s G K) 

\P t (x) St \ = |P(x)| CT * exp[-r t argP(x)] donc |P t (x) s '| > |P t (x)| CT * (x G [-1, l} Nl x J N ~ Nl s £ K) 
On conclut de ce qui précède que : |P((x)~ s *| <C |P t (x)|) _cr ° . 

-CTO 

liVi v tJV-JVi 



* Il vient donc : JJP t (x) s * « 



;Ii/mx) 



.t=i 

T I N 



(x g [-Mr 1 x r- m seK) 

\ — coeo 

On suppose désormais <t > 0, alors JJ P(x)~ St « I ]" J x n ) (x G [-1, l]^ 1 x J N ~ N ^ s G K) 

t=l yn=iVi+l J 

On note q = max{deg a . n Q\ Ni + 1 < n < N} (on peut évidemment supposer Q ^ 0). 
On a alors : 

/ t \ n / n y-^ 

Q(X) m^(xP /(X1,,X M ) X ™ (x E [-1, fx J Ml S £ 

\t=l / ji=JVi+1 yn=Afj+l J 

q + 2 

Ceci conduit à faire le choix suivant : <7o = > 0. 

eo 

Le théorème garantissant l'holomorphie de fonctions définies à l'aide d'intégrales permet de conclure. 
2) Preuve de l'existence d'un prolongement holomorphe dans le cas N\ = 0. 
On adopte quelques conventions, valables durant la preuve de cette partie : 

•k on dira qu'une fonction Y est combinaison entière des fonctions Y\,...,Yk s'il existe des fonctions 
A, Ai, Afc : C T — > C entières telles que Y = A + Yli=i ^i^i- 

-k les polynômes P\,...,Pt sont fixés pour toute la preuve, donc on abrège Y(Q, P±, .., Pt, /i, /at, ■) 
en Y(Q,f 1 ,...,f N ,-). 
•k B désigne £>(1) . 

La preuve se fait par récurrence sur N . 

L'examen du passage du rang N — 1 au rang N permet de montrer le résultat au rang N = 1, le 
résultat au rang N = étant évident. Ceci dit, par commodité pour le lecteur, nous allons tout de 
même détailler la preuve au rang N = 1. 

Preuve du résultat au rang N = 1. 

Soient donc Q,P G C[X] où P est non constant et vérifie Vx G [1, +oo[ P(x) ^ R_. 
Soit de plus / G B. 

/+oo 
Q{x)P{x)~ s f{x)dx se prolonge holomor- 

phiquement à C. 
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On note p = deg P et q = deg Q. 

On constate que Y(Q, f, •) est holomorphe sur < s G C | a > ^ 



p 

Montrons par récurrence sur m > que MQ G C[X] V/ G £> Y(Q, f, •) se prolonge holomorphiquement 

i - i i + 1 — m 
a < s G (L cr > 



* Au rang m = le résultat est clair. 

* Supposons le résultat vrai au rang m. 

f G B donc le lemme EU associe à / une suite de fonctions appartenant à B, on note f 1 le premier 
terme de cette suite. 

Grâce à une intégration par parties on a : 

r+oo 

Y(Q, f, s) = [Q(x)P(xn7V)] X x Zt°° - J {Q'{x)P{x)- s + Q{x){-s)P'{x)P{x)-^))f\x)dx 

Ceci s'écrit : Y(Q, f, s) = -Q(1)P(1)~ S f(l) - Y(Q', f\s) + sY(QP', f\ s + l). 

Puisque degQ = q — 1, par hypothèse de récurrence, Y(Q',f , ■) se prolonge holomorphiquement à 

S £ L | (7 > 

p 

Puisque deg(QP') = q + p — 1, par hypothèse de récurrence, s i— > Y(QP', f 1 , s + l) se prolonge holo- 

i- , r , (q+p-l) + l-m " 
morpmquement a s s G (L cr > 1 

l P 

(q-l) + l-m (g+p-l) + l-m g + ,,,,,,, 

Or = 1 = , on a donc démontre le résultat au 

p p p 

rang m + 1. 

Preuve du passage du rang N — 1 au rang N. 

Désormais on suppose le résultat vrai au rang N — 1 et l'on souhaite prouver le résultat au rang 
JV. 

La preuve est découpée en 10 étapes. 
Etape 1 : 

fi G B donc le lemme EU associe à /i une suite de fonctions appartenant à B, on note f\ le premier 
terme de cette suite. 

QQ 

On a alors que Y(Q, f%, /jv, s) est combinaison entière de Y(— — , /i, f^, s) et des 

OX\ 

BP 

y (Qq^> fh h, -, In, s + e t ) où 1 < t < T. 
Preuve de l'étape 1 : 

„ T N 

Y(Q, h, .., f N ,s) = Q(x) Pt{*r st II /n(x„)dx 

•^ JJV i=l n=l 

\ ï AT AT 

dXr 



f ( ,+oo / T \ JV TV 

/ / q( x ) n p *( x ) _st /i^o^i n n • 

JJ^ 1 yJl \t=l J ) n=2 n=2 
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L'expression entre accolades est, grâce à une intégration par parties par rapport à x\, la différence de : 

(rp \ 1 Xl= + QO 

t=l ) -1x1=1 

\T ^ (x) ft p * (xrst +^( x )ê(-^)|f (x)Pi(x)-^ +i )n^.(x)-^j h(x 1 )d X1 



et de 

On en déduit : 



. / T \ N N 

Y(QJ 1 ,...J N ,S)=- / Q(1,X 2 ,...,X N ) (]\P t (l 1 X2,...,X N )- St fl(l) H f n ( Xn ) H dx n 
J JN 1 \t=l ) n=2 n=2 

T 

BO BP 
-Y(^J 1 ,...J N ,s) + J2s t Y(Q-^,fl,f 2 ,...,f N , S + e t ) 

Les polynômes de N — 1 variables Pi(l, x 2 , ...,xn), PrO-, x 2 , ...,xn) vérifient les hypothèses ad hoc, 
et donc, grâce à l'hypothèse de récurrence, le terme défini par une intégrale sur J N - X admet un pro- 
longement holomorphe à C T , ce qui permet de conclure. 



Etape 2 : 

, B d Q 
dxf 



pour tout d > 1 Y(Q, fi, fw,s) est combinaison entière de Y( ^ d , fi, fw, s) et de fonctions du 



B' l Q BPt 

type : y (^^' 5fl '"-' 5f7V ' s + e *) où ie N ' 1 - 1 - T et 9i,-,9N G 

Preuve de l'étape 2 : 

La preuve se fait par récurrence sur d. 

Le rang d = 1 résulte de l'étape 1. 

B d Q 

Le passage de d à d+1 se fait en combinant le résultat au rang d et l'étape 1 appliquée au polynôme , . 

Bxf 

Etape 3 : 

pour 1 < n < N Y(Q, fi, /n, s) est combinaison entière de fonctions du type : 
y( g g 7 ...,9N,a + e t ) où % G N, 1 < t < T et 9l , ...,g N G B. 

Preuve de l'étape 3 : 

Il suffit bien sûr de traiter le cas n = 1. 

Pour obtenir le résultat pour n = 1 il suffit d'appliquer l'étape 2 avec d = àeg Xl Q + 1. 
Etape 4 : 

pour 1 < n < N, u G N T et Q G C[Xi, ...,Xn], on définit £^{Q) comme étant le sous espace vectoriel 

de C[Xi, ...,Xn] engendré par les polynômes de la forme : B^Q TT — — — où : 

- LJ - Bx. ak Bxk 
k=i 

(3 G N n ,oli, ...,a n G et h,...,t n G [[1,T]] vérifient VI < t < T u t = card{\ <k< n\t k = t}. 
Il est clair que n / |u| => £™(Q) = {0}. 
On fait les deux observations suivantes : 
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★ <?u(Q) est stable par dérivation. 

* 1 <n < N -1,1 <t<T et Q€ C[x] ~— ^(Q) C 



Etape 5 : 

pour l<n<iVet(3e C[Xi, Xjv], /i, /at, s) est combinaison entière de fonctions du type : 
Y(R, gi ,..,g N ,s + u) où u G N T ,iî G ££(Q) et g u ...,g N G S. 

Preuve de l'étape 5 : 

la preuve se fait par récurrence sur n G [[1, iV]]. 

Pour n = 1 cela résulte de l'étape 3. 

Supposons le résultat vrai au rang n, où n G [[1, N — 1]]. 

Y(Q,fi, ...,/jv,s) est donc combinaison entière de fonctions du type : 

Y(R,g 1 ,...,g N ,s + u) où u G N T , R G E£(Q) et 5i,--,5iv € B. 

Par ailleurs, par l'étape 3, Y(R, gi, ...,gN, s + u) est combinaison entière de fonctions du type : 
ô^R dP 

Y{—. — - — — , h u h N , s + u + e t ) où i G N, 1 < t < T et h 1: h N G B. 
dx\ i+l àx n+ i 



Grâce aux deux observations de l'étape 4 ——. — — G £?,t Pf (Q), d'où le résultat au rang n + 1. 

dx l n+l dx n+ i 

Etape 6 : 

pour u G N T et Q G C[X U ...,X N ], on note £ U (Q) le sous espace vectoriel de C[Xi, ...,Xn] engendré 

T 

par les polynômes de la forme : d@Q J^] j J d^^Pt où : 

t=l kdF t 

* (3 G 

* les F t sont des parties finies de N, disjointes deux à deux, et vérifiant \F t \ = ut 

★ VI < t < T f t est une fonction de F t dans 

★ on peut associer aux ft des parties finies de N, D±, Dn disjointes deux à deux et telles que : 

*\D 1 \ = ... = \D N \, 

N T 



71=1 t=l 



* 



1 < t < T, 1 < n < N et k G D n n F t f t (k) G N n_1 x N* x N^" 11 



Remarquons que £ U (Q) est stable par dérivation. 
Etape 7 : 

G £u(Q) et S £ £ V (R) =► S G £ u +v(<2). 
Preuve de l'étape 7 : 

T 

S 1 est une combinaison linéaire de termes de la forme : c^-R J~J [\ d^^Pt où : 

t=i keF{ 

(3 G N^, = v t , f[ : F/ -» N w et sont comme à l'étape 6. 

T 

i? G £ U (Q) donc d@R G £ U (Q) donc d@R est combinaison linéaire de termes de la forme : d^Q J j | J d^ k ^P t 

t=l k&Ft 
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où 7 G N N , \F t \ = ut, ft ■ F t — > et Di, ...,-Djv sont comme à l'étape 6. 
On peut imposer que Vt, t' F t (~l = 0. Ceci entraine : 
Vn, t D n n F/ = F t C\D' n = $ et Vn, n' £>„ n D' n , = 0. 
Pour conclure il nous suffit de voir que : 

u ^o-tQ (fi n o^pa (n n 9/t ' (fc)p * ) est dans mq)- 

\t=ikeF t ) \t=ikeF{ ) 

Pour 1 < t < T on définit & : i? t U F[ -»• par : = / t (ife) si k £ F t et = si A; G F/. 

T 

Il vient alors que : U = d~<Q ]J Yl d9t{k)p t- 
Sous cette forme on va voir que U G £ u +v{Q)- 

•k Les F t U F[ sont disjointes deux à deux et V 1 < t < T \F t U F(\ = ut + vt- 

T N 

★ Les D n UD' n sont disjointes deux à deux, |_J (_F t U F/) = |J {D n UD' n ) et {DxUD^ = ... = \D N UD' N \ 

t=l n=l 

* Si k G (D n U D' n ) n (F t U F[) = (D n n F t ) U (£>; n F(), alors : 

* soit k G D n PI Ft et alors ^(fc) = / t (fc) G N n ~ 1 x N* x N^", 

* soit keD' n n F[ et alors ^(fe) = / t '(fe) G N n_1 x N* x N N ~ n . 
On en conclut que l'on a bien U G £ U+V (Q). 



Etape 8 : 

Q G C[Xi,...,Xjv] et u G N T =>C(Q) C 5 U (Q). 



Preuve de l'étape 8 : 

w a|a: fc |+lp 

On pose 5 = d^Q TT — — ^ où : 

k=i K 

(3 G N-^,»!, ...,ajv G et h,...,t N G [[1,T]] vérifient VI < t < T u t = card{l < /c < A% = t}. 
Pour conclure il suffit de montrer que S G £ U (Q). 

Pour 1 < t < T on pose F t = {1 < A; < N | t k = t} ; on a alors que \F t \ = u t . 

T 

On constate que les F t sont deux à deux disjoints et que | | F t = [[1, N]]. 

t=i 

On définit f t : F t -» N w par / t (fc) = a fe + e k . 
On pose Z?„ = {n}. 
On constate alors : 

* \D\\ = ... = \Dn\ 

N 

* \_\D n = [[l,N}} 

n=l 

* si k G D n n F t alors fc = n et donc / t (fc) = a n + e n G N n ~ 1 x N* x N^"". 

s = ^«n n = ^«n n *»<= « * «.»>■ 

t=l fc G Fi k t=l k£F t 

Etape 9 : 
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Soient m > 1 et Q G C[X 1 , X N ]. 

Alors Y(Q, /i, fx, s) est combinaison entière de fonctions du type : 
51, ...,gN,s + u) où u G N T , |u| = m A, R G £ U (Q) et g\,...,gN G S. 

Preuve de l'étape 9 : 

on raisonne par récurrence sur m > 1. 

* pour m = 1 : 

par l'étape 5 Y(Q, f±, f^,s) est combinaison entière de fonctions du type Y(R, gi, gjv, s + u ) où 
u G N T , -R G £^(Q) et <?i, ...,5iv G fi. 

On peut supposer |u| = A (car si |u| / A alors £^ (Q) = {0}). L'étape 8 donne donc le résultat. 

* supposons le résultat vrai au rang m > 1. 

Y(Q, fi, /jv , s ) est combinaison entière de fonctions du type Y(R, gi, ...,g^,s + u) où : 
u G N T , |u| = mN, R G f u (Q) et gi,...,gw G 6. 

Par ailleurs, le résultat pour m = 1 donne que ^(-R, gi, 5at, s + u) est combinaison entière de fonc- 
tions du type y (S, foi, ...,h N ,s + u + v) où v G N T , |v| = A, S 1 G £ V (R) et /ii, h N G fi. 
L'étape 7 donne alors S G £ U+V (Q), mais |u + v| = (m + 1)A, d'où le résultat au rang m + 1. 

Etape 10 : conclusion 

On fixe Q G C[Ai, Xn] et /i, /jv G fi jusqu'à la fin. 
Soit m > 1. 

Par l'étape 9 Y(Q, fi, f^,s) est combinaison entière de fonctions du type : 

Y(R, gi ,...,g N ,s + u) oùuGN T ,|u| =mN,R££ u (Q) et gi,...,g N G fi. 

.R G £ U (Q) donc R s'écrit : comme une combinaison linéaire de polynômes de la forme : 

T 

dPQ]] n df'WPt avec (3 G N N , \F t \ = u t , f t :F t ^ N w et D u .., Djy comme à l'étape 6. 

t=i fcgFt 
On a alors Vn \D n \ = m. 
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Il vient : 

T T N 

n n 9/t(fc) ^( x ) = n n n 

t=l k£F t t=l n=l k£F t nD„ 

T N 

«nn n (xe^) 

t=l n =l k£F t nD n 
T N 

< fi [](x- eo P t (x))l F ' nD "l (x G j") 

t=l n=l 
AT T T TV 



« n ne" 1 " - 1 n n ^w^^ 1 (x g 

n=li=l (=ln=l 

«n^n eoiD "'n^(x) |Ft| (xe/) 

n=l t=l 
JV T 



ra=l t=l 

On pose g = maxjdeg^ Q\ 1 < n < iV} (on peut évidemment supposer Q ^ 0). 

On pose p = max{degx„ l<n<iVl<i<T}. 

Soit a G M que l'on va déterminer par la suite. 

Soit K compact de C T inclus dans {s G C T | VI < t < T a t > —a}. 

* Soit 1 < t < T. 

Comme lors de la preuve de l'existence de <to on montre |P((x) _crt | <C |P t (x)| a (x G J N s G K). 

/ N \ P» 

On suppose désormais a > 0, alors -P*(x) a <C x n (x G J N ). 

\n=l / 

/ TV \ P a 

Des inégalités précédentes on déduit : P t (x) _St <C I JJ x„ ) (x G J N s G -ftT). 

T 

Posons S = d^Q]] [1 ô/t(fc)p t ; en combinant ce qui précède, il vient alors : 

T NT T 

StxjfJPifx)-' 5 '^ « ^Q(x) H x- e » m ]\P t {-K) Ut HPt(^y (st+Ut) (x G J N s G 

t=l n=l t=l t=l 

/ N \ q / N \ ~ € ° m ( N \ Tpa 

< n n x A n (x g j n s g 

\n=l / \n=l / \ra=l / 

(TV \ g+Tpa-e m 

g + 2 

On suppose désormais que m > . 

e 

e^m — (q + 2) 

On choisit a = — ; ceci est bien strictement positif. 
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Ce qui précède montre que Y(S,gi, ...,gjv,s + u) est holomorphe sur {s G C T | VI < t < T a t > —a}. 
On en déduit que : 

Y(Q, fi, /tv, ■) possède un prolongement holomorphe à < s G C T | VI < t < T at > ^ " 



Tp 

Ceci étant vrai pour tout m > — , Y(Q, fi, fw, •) possède un prolongement holomorphe à C T . 

Comme le montre l'exemple suivant, le théorème peut ne plus être vrai si l'on supprime l'hypothèse 
c). 

Exemple 22. On reprend le polynôme de l 'exemple [TU : P(X,Y) = {X — Y) 2 X + X. 

On définit fi : J — > C par fi(x) = e lx et f 2 : J — > C par fi(y) = e~~ ty . f\ et f 2 appartiennent à B(l). 

Alors : 

Y(1,P, /i,/2, •) possède un prolongement méromorphe à C. 

7T 

1 est l'unique pôle du prolongement, il est simple de résidu égal à —. 

e 

Preuve : 

Par définition Y(l, P, f 1 J 2 , s) = [ P(x, y)~ s e i( - x -^ dxdy . 
Onposeyi(s)= f P(x,y)- S e i{x ~ y) dxdy. 

J{{x,y)\l<x<y} 

Soit / :]1, +oo[x]R^ — > {(x, y)\l < x < y} définie par f(u, v) = (u,u + v). 
f est un C 1 difFéomorphisme dont le jacobien vaut partout 1. 

En utilisant /, on voit que : Yi(s) = / [(u - (u + v)) 2 u + uf s e i{u ^ u+v)) dudv 

J]l,+oo[xR* + 

r+oo r+oo i r+oo 

Donc Y 1 (s)= u- s du {v 2 + ï)~ s e~ iv dv = / {v 2 + l)- s e~ iv dv 

Ji Jo s-lj 

On pose Y 2 (s) = f P(x,y)- s e i{x - y) dxdy. 

J{(x,y)\l<y<x} 

Soit g :]1, +oo[xM^_ — > {(x, y)\l < y < x} définie par g(u, v) = (u + v, u). 
g est un C 1 difFéomorphisme dont le jacobien vaut partout —1. 

En utilisant g, on voit que : Y 2 (s) = I [(u + v- u) 2 (u + v) + (u + v)}' 3 e i{ - u+v ~ u) dudv 

J]l,+oo[xR* + 

d'où : Y 2 (s) = [ (v 2 + l)- s (u + v)- s é v dudv 

J]l,+oo[xRI 



/+oo C r+oo ~\ 

{v 2 + l)- s é v \J {u + v)- s du\dv 

r+oo 

/ (v 2 + 1)"V 
Jo 



-dv 



s-1 



i r+oo 

— (v 2 + l)- s (v + l)- s+1 e iv dv 
1 Jo 



r+oo r+oo 

Posons Y(s) = (v 2 + iy s e~ iv dv + (v 2 + l)~ s (v + l)- s+1 e iv dv. 

Jo Jo 
Le théorème El permet d'affirmer que Y admet un prolongement holomorphe à 

On a Y(l, P, fi, f 2 , s) = Y(s), on va donc chercher à évaluer Y(l). 

s — 1 
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/•—oc r+oo r+oo 

Y(l)= / (v 2 + l)- 1 e- lv dv+ / (t» 2 + l)- 1 e™^= / (t» 2 + Tj'^dv 

C'est une application classique du théorème des résidus de montrer que cette dernière intégrale vaut 

7T 

— , d'où le résultat. 

e 



Domaine de convergence de Z 

Notation 23. Pour S C R T ,int(S) désigne l'intérieur (dans W T ) de S. 

Définition 24. Soient Q,P U ...,P T G R[X U ...,X N ] tels que VI < t < T Vx G J N P t (x) > 0. 
On pose : 

C(Q,P 1 ,...,P T ) = {(ai,...,a T ) G K T | Z(Q, Pi, Pr, 1, o"i, cr T ) converge} . 

Remarque 25. Sï, de plus, fi appartient à T N , alors on a : 
Z(Q,P 1 ,...,P T ,fj,,s 1 ,...,s T ) converge & (ai, a T ) G C(Q, P x , P T ), 

Proposition 26. Soient Q,P l , ...,P T G M.[X X , ...,X N ] tels que VI < t < T Vx G J N P t (x) > 0. 
Alors C(Q, P\, Pt) est convexe (et donc connexe). 

Preuve : 

Soient a, a' G C(Q, P x , P T ) et A G [0,1]. 

Fixons m G N*^ et posons a< = P^m) -1 , il vient alors : 

t=l t=l \t=l ) \t=l / 

En utilisant l'inégalité a x b l ~ x < Xa + (1 — X)b, valable pour a, b > et A G [0, 1], on voit que : 



/ T \ x / T \ 1A T T 

(ïï<<) m»? <A]>r + (i-A)iK J 

\t=i / \t=i / t=i *=i 

On conclut de ce qui précède que Aer + (1 — A)<x' G C(Q, P\, Pr). 

Lemme 27. Soient Q,Pi,...,P T G R[Xi, ...,Xjv] fe/s gue VI < t < T P t (x) » 1 (x G J^). 
Soî£ u£Rj. 

,4/ors : C{Q,P 1 ,...,P T ) + u C C(Q, Pi, P T ). 

Preuve : 

c'est clair. 

Corollaire 28. Soient Q, P\, Pr G K[Xi, X N ] tels que VI < t < T P t (x) » 1 (x G J N ) 
S'oit u£lf. 

Alors : C(Q, P u P T ) + u C int(C(Q, P x , P T )). 
Preuve : cela découle du lemme EU 
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Proposition 29. Soient Q, Pi, P T G R[Xi, ...,X N ] tels que VI < t < T P(x) > 1 (xe/). 
Soit 1 < T < T. 

On suppose que I I P*(x) ► +oo. 

-L x— >+oo 

*=i xeJ^ 
5orf o"t +i, o"r G M. 

il existe gq G M iei gîte : cri, <7t > co =^ (^o, To , o~T +l, ct) G int(C(Q, P\, Pr))- 
Preuve : 

Soit cr G M tel que fjp(x)' 70 - 1 ]J P(x)^- 1 » I J] x n \ (x G ./"). 

i=l t=T +l \n=l / 

Alors (do, ...,cr ,cr To+ i, ...,a T ) - 1 G C(Q, Pi, P T ). 
Le corollaire EHl permet alors de conclure. 

Proposition 30. Soient Q,Pi, —,Pr G R[Xx, ...,X N ] tels que VI < t < T P t (x) > 1 (xe/), 
Soitfi&T N . 

Pi, Pr, ■) es£ holomorphe sur int(C(Q, Pi, Pr)) + zM T . 

Preuve : 

a) Montrons que pour C compact inclus dans int(C(Q, Pi, Pr)), Z(Q, Pi, Pr, •) converge nor- 
malement sur C. 

Soit er G C ; alors il existe e > tel que a — el G C(Q,Pi, ...,Pr). 
Par hypothèse 3c g]0, 1[ tel que VI < t < T Vx G P t (x) > c. 
Soit 1 < t < T, 

Pour u G]0, 2e et m G N* N on a : 

P t (m) _n< < c~ Ut et c _nt < c~ 2e ; et donc P t (m) _n< < c~ 2e . 
On déduit de ce qui précède que : 

T T 

|Q(m)inP(m)-^- e + Mt ) <C |Q(m)| JJPtCm)-^- 6 ) (m G N*^, u G]0, 2e[ N ) 
t=i t=i 

Ceci implique que Z(Q, P\, Pr, fi, •) converge normalement sur a — el+]0, 2e f-^. 

Pour tout <r G C on a trouvé un ouvert de 1^ contenant a et sur lequel il y a convergence normale ; 

C étant compact, il y a convergence normale sur C . 

b) Conclusion. 

On définit p : C N — > par p(a + ir) = a. 

Soit if un compact de int(C(Q, Pi, Pr)) + îR T - 

p(-fT) est alors un compact de int(C(Q, Pi, Pr)) ; par a) il y a convergence normale sur p{K), on en 
déduit la convergence normale sur K. 

De la convergence sur tout compact inclus dans int(C(Q, P\, Pr)) + iM T on déduit l'holomorphie 
sur int(C(Q, Pi, P T )) + iR T . 
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Représentation intégrale 



Notation 31. On pose = (0,...,0) G N T . 

Si 7 : [a, b] — > C, on définit 7~ : [a, 6] — > C par 7~(a;) = 7(0 + 6 — x). 



Lemme 32. Powr e > on définit : 

3 r 

C par A e (x) = x + ie w e : 



A e : 
Sorf fc G N* 



— , +00 
2' 



3 

2'+°° 



C par u; e (x) = x — ie. 



On note : A €;fc = K\Hk+±] et ^ = W e |[§,fc+A]- 

On définit 7^ : [—1,1] — > C par 7 e ,fc(^) = + - + iex. 



On note R. 



3 , 1 

-,k+ - 
2' 2 



+ i\-€,e\. 



On définit e : C — > C par e(z) = exp(2Mrz) . 

Sorf / : — > C holomorphe où U est un ouvert simplement connexe de C contenant R tt k 



Alors : /(n-) = / 



/(*) 



m=2 

Preuve : 



On définit g par g(z) 



m 

e(z) - 1 



/(*) 



< z ) ~l dZ + J y . k e{z) -T" ' J x - e(z) - 1 



-dz + 



/(*) 



g est alors méromorphe sur U. 



f irfi\ f '(ttv) 

Pour m G [[2, /c]] Res(g,m) = — — - = . Le résultat découle donc du théorème des résidus. 

e'ym) 2itï 

Proposition 33. Soient e > 0, k G N* et U un ouvert simplement connexe de C contenant R € k 
Soit f : U N — > C holomorphe. 

Pour t G S N on définit f T : U N -> C par f T (zi, ...,z N ) = /(z r(1) , z r(A r)) 
Sous ces conditions /( m ) es t une somme de A N termes de la forme : 

me{[2,k]] N 



(7-irix(A- fc )"2xK fc )"3x( 7£ , fc )' 



N 1 



dz 



où Ni,N 2 , N 3 , JV 4 GN vérifient Ni + N 2 + N 3 + iV 4 = N etr£S N . 
Preuve : 

elle se fait par récurrence sur N en itérant le lemme IÏÏ21 



Preuve du théorème CD 

Notation 34. pour a, b G N tels que a < b on note : [[a, b]] = {m G N | a < m < b}. 
Pour a G N on note [[a, +oo[[= {m G N | a < m}. 

Le lemme suivant s'inspire fortement de l'analogue se trouvant dans [23] . 
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Lemme 35. Soient P G R[Xi, ...,Xn] et eo > tels que : 
i) Vx G J N P(x) > 

ttj Va GN w ,a n >l4 d a P(x) « x~ e °P(x) (x G J^) 
Alors : 

3 e > tel que : 

i')xeJ N et y G [-2e, 2^ K(P(x + iy)) > |P(x) 

n'; Va G N^, a„ > 1 =>> 9 Q! P(x + iy) < i n E »P(x) (x G y G [-2e, 2e] N ). 
Preuve : 

on note p = deg(P). 

La formule de Taylor s'écrit : P(x + iy) = ^ ^]~d a P(x.) = P(x) + ^ ^Ç^d a P(x.) 

|ee|<p 0<|ct|<p 

De l'hypothèse ii) on déduit qu'il existe c> tel que :VaGN Af \ {0} Vx G J N |ô"P(x)| < cP(x). 
On pose A = c — - . 

0<\a\<p 
1 

Fixons < e < — . 

On a : y G [-2e, 2e] N a^0^\y a \<2e. 

De ce qui précède on déduit : Vx G J N Vy G [-2e, 26]^ |P(x + iy) - P(x)| < 2eAP(x) 
On pose e = ^ 2 ; 011 a alors :VxeJ<Vv y e [-2e,2e] w |P(x + iy) - P(x)| < ^P(x). 
Il vient : 

K(P(x + iy)) = P(x) + »(P(x + iy) - P(x)) > P(x) - |P(x + iy)) - P(x)| > ^P(x) 
Soit a G tel que a n > 1. Alors : 

(d a P)(x + iy)) = V i^a a+/3 P(x) « x~ e °P(x) (x G J N y G [-2e, 2e]") 
*— ' p! 

|/3|<P 

Lemme 36. iV G N*. 

N*" peut se partitionner ainsi : 
J N 

N*" = | | Aj où \/j Aj est de la forme JJ B n avec B n = {1} ou B n = [[2, +oo[[. 

j=l n=l 

Preuve : 

elle se fait par récurrence sur N > 1. 

Preuve du théorème U 

La preuve se décompose en 2 étapes. 

T 

Etape 1 : s ^ Z*(s) = V] /i m Q(m) J] Pt(m) St possède un prolongement holomorphe à C 

me[[2,+oo[[ N t=l 

Preuve de l'étape 1. 



Les hypothèses permettent de choisir eo > tel que : 
T } N \ t0 

t=l \n=l / 
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★ a G N w a n > 1 => ^^(x) « x" e ° (x G J*). 
Pour 1 < n < N, on écrit fi n = e ln où „ € 1 \ 2-nTL. Avec cette notation on a : 

T W T 

^ /i m Q(m)JJP t (m)- St = Q(m)[]e ! » m »J]P t (mP 

Pour 1 < t < T on applique le lemme|nnià Pt, ce qui fournit et > 0. 
On pose e = minjej | f < i < T}, e est alors fixé pour toute la preuve. 

T N 

Pour s G C w , on définit f s : Ql,+oo[+i] - 2e,2e[) N -> C par / s (z) = Q(z) Pt(z)" s * JJ e*" 2 ". 

t=l n=l 

Grâce au choix de e ceci a un sens et / s est holomorphe. 

N T 

Pour k G N* on a : ^ Q(m) e*"" 1 " JJ P(m)- St = ^ / s (m) 
me[[2,fc]p n=l *=1 me[[2,fc]P 

P £) fc c]l,+oo[+i] — 2e,2e[ donc on peut appliquer la proposition OBI à f s , ce qui permet d'écrire 
/ s (m) comme une somme de 4^ intégrales. On va s'occuper de celles pour lesquelles r = 

me[[2,fc]F 

1dm mi, les autres se traiteraient exactement de la même manière. 
On se limite donc à des expressions de la forme : 



/ 



'(77,i) Nl x(A-^x( Wti ^3 X ( 7a )«4 £J " „=i e ( z «) 

soit encore : 



A? 



(-1)*+*» / Q(z)HP t (z)- St II 

où Ni,N 2 ,N 3 , Ni G N vérifient iVi + iV 2 + ^3 + ^4 = iV. 

Si > 1 et si cri, <tt sont assez grands, on montre par convergence dominée que cette expression 
tend vers quand k tend vers +oo. 

Si -ZV4 = et si ai, ...,<tt sont assez grands, on montre par convergence dominée que, lorsque k tend 
vers +00, cette expression tend vers : 

r T N c \ 

yN 1>N2 ,N 3{s) dtf { _ 1)Nl+ N 2 / Q(z) TTp t ( z )-« TT f^Mdz 

./fol)* 1 X(Ae)"a X f- = \ ^J i e{Z n )-l 

On a donc montré qu'il existe r > tel que sur {s G C T j a\,...,ax > r} Z* est une combinaison 
linéaire d'intégrales de la forme Y lj 2 ' 3 à permutation près. 



Pour conclure il nous suffit donc de montrer que Y Nl,N2 ' 3 possède un prolongement holomorphe à C 

* Pour 1 < n < N\ on définit f n : [—1, 1] — > C ainsi : 

exp(i n 7 ejl (x)) exp(i n (| +*eac)) /3\ exp(-e n a;) 

w) = — 7 = , :i ; 7—^ 7 = - exp ( -i r 1 



T 



e(7 £) i(x)) - 1 exp(2i7r(| + iex)) - 1 \2 J exp(-2irex) + 1 
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f n est manifestement continue. 
* Pour JVi + 1 < n < iVi + N 2 on définit /„ : 
exp(i n À e (x)) exp(i n (x + ie)) 



+00 



C ainsi 



fn(x) 



n 

2^ 



e(À e (x)) — 1 exp(2î7r(x + ie)) — 1 

/3 

^ Z donc (voir l'exemple l2Ï|) f n £ B 



exp(-e n ) 



exp(i n x) 



1 — exp(— 27re) exp(i27rx) 



* Pour Aq + N 2 + 1 < n < N on définit /„ : 

exp(i n w e (x)) exp(i n (x - ie)) 

Jn(x) - 



, +00 



ainsi : 



e{ui e {x)) — 1 exp(2i-7r(x — ie)) — 1 
£ Z donc (voir l'exemple EU /„ G 6 ( -f 



exp(e r , 



exp(i n x) 



1 — exp(27re) exp(i27rx) 



2vr r v ■ ■ ■ x , ... ^ 

Pour P G C[Xi, ...,X N ] et N!,N 2 ,N 3 de somme iV, on définit P N ^ N ^ e qj^, ...^jy] par : 

P Nl ' N2 ' Na (x) = P(<y e>1 (x{), ...,% t i(x Nl ), X e (x Nl+ i), ...,X t (x Nl+N2 ),LO e (x Nl+N2+ i), ...,LO e (x N )) 
3 3 

= + ieXl ' 2 + iex Ni^ x N x +i + ie, ...,XAr 1+ Ar 2 + ie,2jv 1+ Ar 2+ i - ie, ...,xat - ie) 
Muni de ces notations, on constate que : 



T 



N 



[-l,l] N i x[§, +00^-^1 



t=l 



n=l 



Il nous suffit maintenant de vérifier les hypothèses du théorème (que l'on applique ici sur 
r.Y .Y, 



[-1,1]^ X 



-, +00 



et non sur [—1, 1] 1 x J \ ce qui ne pose clairement aucun problème). 



/ : [—1, l]^ 1 — > C définie par /(aq, ...,XjVi) = fn( x n) est clairement continue. 



n=l 



* On a déjà vu que /n x +i, ■-, /iV 6 B ( - ) . 



N U N 2 ,N 3 



(xi - R/ ( ( -,2:^+1,. ..,a;jv j + /f«.r, f/.v r ' -< 



or on a déterminé e grâce au lemme l3"ïïl donc : 



On déduit de ceci que Vx € [— 1, l]^ 1 x 



-, +00 



N—Ni 



on a 



,jVi,Ar 2 ,jv 3 , 



(x) >0 



l p /3 3 

2 V 2'""' 2' iVl+1 ''"' a;7V 



De cette dernière inégalité, on déduit toute suite 



P 



N!,N2,N 3 



2 .V 3(x) 



>1 xGf-1,1 



Ni 



3 

2'+°° 



■N-Ni 



et Vx G [-l,!]^ 1 x 



, +00 



■N-N 



m* 



N U N 2 ,N 3 



(x) 



> 



T T 



t=l 
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Il vient 

T 

3 iVi,iV 2 ,iV3 

t 



N 



t=l 



(x) » [ Il X n 

n=N 1 +l 



xG [-1,1 



"3 




2'+°° 





Si et G {0} Wl x N^"^ 1 et iVj + 1 < n < N sont tels que a n > 1, alors 



N u N 2 ,N 3 i 



3 (x) = (ô a P t ) - + iexi, - + iexATi , xjvi+i + ie, ...,x Nl+N2 + ie,x Nl+N2+1 - ie, ...,x N 



'3 3 

: 7 e0 P t ( -, ~,X Nl+ l, ...,X N 



"3 


-N—Ni \ 


_2' + °° 





p 



N!,N2,N3, 



(X) |xC[-l,f X 



"3 


-AT-JVA 


_2' + °° 





Ainsi s'achève les vérifications des hypothèses du théorème ce qui termine la preuve de l'étape 1. 
Etape 2 : conclusion. 

On va montrer le théorème Epar récurrence sur N > 1. 
* Pour N = 1, il suffit d'écrire : 

T T 

Z(Q, P l , .., P T , ii, s) = M Q(1) fi P(l)- Si + ^ /x m Q(m) J\ P t (m)~^ 



t=i 



m>2 



t=l 



L'étape 1 permet alors de conclure. 

* Si le résultat est vrai pour tout n compris entre 1 et N — 1, alors grâce au lemme l36l et à l'étape 1, 
on voit qu'il est vrai pour N. 



Lemme d'échange et valeurs aux points de (— N 

Proposition 37. Soient Q, Pi, P T G R[Xx, ...,X N ] etl <T <T -1. 

On suppose que : 

a) P\ , . . . , Pp vérifient HR 

&;rip(x)- — ►+«>• 



T 



t=i 



x|^ + 00 

Soient de plus /* € (T \ {1})^ et h, k T G N. 



Z(Q,P l ,...,P T , f i,-ki,...,-k T ) = Z i Q H P t k \P 1 ,...,P To: ii,-k l ,...,-k To 

\ <=T +1 

Preuve : 

On définit / : C T ° -> C par f(s 1} s To ) = Z(Q, Pi, Pr, fi, si, st , —kT +i, —fer). 
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/ est holomorphe. 

Par la proposition l29l il existe cro € ^ tel que pour <t\, ...,Ot > o"o on ait : 

To T 

Z(Q,P 1 ,...,P T , At , f T 1 ,...,a To ,-A ;To+1 ,...,-A :T )= Y, /x m Q(m)[]P t (m)-^ [] P t (m) A 

meN *iV t =l t=T +l 

( T 

On définit g : C T ° — » C par c/(si, st ) = ,/X,Sl, ...,S To 

\ *=T +1 

5 est holomorphe. 

Par la proposition l29l il existe <7q G M tel que pour cri, ...,cry > cJq on ait : 

( T \ T r 

^ q n i't* t ,fi,...,i¥ ,M > ai,-,«2b = e ^( m ) n ^* t n p *( m )" <T< 

\ i=T +l / meN*^ t=T +l t=l 

On constate que pour cri, o~t > max(cro, CTq) on a /(ci, (Tt ) = <?(<7i, o"t ) ; par prolongement 
analytique on en déduit que f = g. 

En particulier f(—ki, —kT ) = g(—ki, — &t ), ce qui est exactement le résultat voulu. 
Preuve du lemme d'échange : 

La proposition 03 permet d'affirmer que les quantités considérées sont toutes deux égales à : 
Z(Q,Pi, ...,P T ,Qt, ...,Q T /,/x, -kt, ...,-k T , -h, -l T >)- 

Lemme 38. Soient Q € R[Xi, X N ] et p € (T \ {Ï}) N . 
On note Q = ^ "q^"- 

Alors : 

N 

z(g,Xi,...,Xjv,/i,o,...,o) = E a «n^n(-"r i .) 

aeS n=l 

Preuve : 
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si <7i, <7jv sont suffisamment grands on a : 

Z(Q,X u ...,X n ,h,b) = Z ( ^a Q ,Ii,.,I«,P,s 

\aeS ) 

= Y t a a Z(X. a ,X 1 ,...,X N , t i,s) 



N 

e^ e f jinmn n m n s " 

AT 

e °« n /C i < n ~ s " 

ot£S mi,...,mjv>l Jl=l 
AT 

E a «n e 

ccG5 n=lm„>l 
AT 

E a « Il C^On - «n 
c*eS n=l 



*n a n 



Par prolongement analytique, on a donc : 

N 

\/seC N Z(Q,Xi,...,X N ,fji,s) = E a «n^n(«n-a n ) 

aeS n=l 

Il suffit maintenant de faire s = dans cette égalité pour obtenir le résultat cherché. 
Preuve du théorème El 

(jV > 
Q J]x£,Pi,...,P T ,M,-A;i,...,-A;r 
n=l / 
/ T \ 

grâce au lemme[21 = Z i Q P^\Xi, Xjy, 0, 

AT 

grâce au lemme E! = E a <* TT U(~ a ") 



Une formule pour les valeurs de aux entiers 
négatifs 

Le lemme suivant se trouve dans fJO). 



Lemme 39. Soit (a m ) m( =N* une suite de nombres complexes. 

+oo 

On pose Z(s) = N — — et l'on suppose qu'il existe s € C tel que cette série converge. 



m" 

m=l 
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+oo 

Grâce à cette hypothèse, on peut définir f: R*j_ — > C par : f(x) = a m e~ mx . 

m=l 

On suppose qu'il existe une suite (ck)k<=n de complexes telle que, pour tout K G N*, on ait au voisinage 

A'-l 

de : f(x) = ^ c k x k + 0(x K ). 

k=0 

Alors : Z se prolonge holomorphiquement à C et \/k G N Z(—k) = ( — l) k k\ck- 

Nous aurons besoin des nombres de Stirling de seconde espèce. Rappelons en tout d'abord la défi- 
nition : 

Définition 40. Soient k,£ G N. 

Par définition le nombre de Stirling de second espèce (associé à (k,£)) est le nombre de partitions en i 
parties d'un ensemble à k éléments. Cet entier naturel est noté S(k,£). 

Exemple 41. 5(0, 0) = 1 ; pour k G N S(k, k) = 1 ; si < k < £ alors S{k, £) = 0. 

On va maintenant rappeler quelques propriétés élémentaires de ces nombres. Pour les preuves on 
renvoie par exemple à [20J. 

Lemme 42. V& G N W G N* S(k + 1, £) = £S{k, £) + S(k, £-1). 

Lemme 43. Pour tous k,£eN on a : S(k,£) = j)^{~ l Y~ j (^jf ■ 

Lemme 44. Soit g: W + — ► C de classe C°° . On définit f : M. — > C par f = g o exp. 

k 

Alors pour tout k G N on a : Vx G M f (k \x) = ^ S(k,£)e £x g {e) (e x ). 

e=o 

Preuve : 

elle se fait par récurrence sur k £ N. 

•k Pour k = cela découle de 5(0, 0) = 1. 

* Si l'assertion est vraie au rang k, alors pour tout x G M on a : 

k 

/(*+D(a;) = Y^S(k,£) (VW) + e^eV^V)) 
e=o 

k k+l 

= Y, S(k, i)£é x g {l) {e x ) + Y,S(k,£- \)é x g^ (e x ) 
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S{k, k + 1) = donc 



fe+i 



f(k+i) (x) = ^ [£S{k, l) + S{k,£-l)] é x g^ (e 1 
i=i 
fe+l 

= Y,S(k + l,£)e £x g^(e x ) 
1=1 

k+l 

= Y J S{k + l,i)é x g^{e x ) 



e=o 

ce qui termine la récurrence. 

Nous pouvons maintenant prouver le : 

Lemme 45. Soit \i G T \ {1}. 

_ A , ,, (-i) k n<Xas(k,t 

Alors pour tout k G on a : ÇA—k) = > 7 -7 

r e=o ' 

Preuve : 

hoo +00 



ne x e x — 11 

m=l m=l 



On définit /: R -> C par f(x) = - et g: RI -> C par g(y) 



5 est C°° et f = g o exp donc El s'applique et donne 

k 



1=0 



Vy G M* g{y) = -//—*— donc : W G N Vy G El g (e) (y) = -p. ' ' 



De ce qui précède on déduit que : f^ k \o) = ^~]S(k, t 



i=o 

on peut maintenant conclure en utilisant 



(m-i) £+ V' 



Preuve des théorèmes 4 et 5 

Preuve : 

T T 

soit k G N T . On note S k le support de Q JJP t fct . Soit {a a ) aeSk telle que ^ o a X Q = Q JJjf*. 

t=i c*es k t=l 

iV 

Le théorème B dit que Z(Q, P\, Pp, /x, — k) = ^ o a JJ (— a n ) • 

ctG5k n=l 
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On va maintenant utiliser le lemme de la section suivante sous la forme suivante : 



Dans cette formule la somme est en réalité une somme finie. 

Dans le calcul qui suit toutes les sommes sont en réalité des sommes finies. 



Z(Q,P 1 ,...,P T ,»,-k) = J2 



aeS k 



N 



M 1 


(1 


-M) 1 




M 1 


(1 


-M) 1 




M 1 


(1 


-M) 1 



71=1 



iV 



t \S(a 



n=l i 



N 



e n 



(/in - 

^n-'-H^n) Ai) 



Pour £ G N^, on définit Z t : (-N) T -» Q par : 



N / f i \ / * 

n=1 vi^ ij / ae5k v „=i 
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A? 



et l'on remarque que Vk E N T \Zi{— k)| p < J~| 

n= l iMw ~~ Mp 

En utilisant 031 il vient : 



- n feéW) e { ( _i ) w °»n ht («-*■-*■ ©r) 



n=l 



(i-m)^e |(-i) |ai ^n 

(-1) H 

(i-/^r £ E 

jen»=i{o,..,M 

d-M)- £ E 

jen^=i{o,..A} 



jn=0 



E M" 7 P 



°« E 

jen^=i{o,..,M 
2V P , 



n 

n=l 
2V 

n 

n=l 



(_l),n 



n(<-Ht>« 

JV 



E 
E 

ae.S k 



n=l 



2V 



n=l 



d-/^r £ E 

jen^Eilo, 



|(-i) |j| (j)Q(-j)fl^H) fct 



Pour x E Z* on note w(x) le teichmùller de x et < x >- 



w(x) 



Soient t E {1,...,T} et j € N N . 

On remarque que si kt E N vérifie &t = r t — 1] alors Pt(— j) kt = w (Pt(— j)) n < -Pt(— j) > 



A:, 



Cela nous incite à définir Z| : Zj — > C p par : 



z, r ( Sl ,..., ST ) = (i -(*)-* E (-i) J (î)o(-J)n« , ( p *H)) r ' < p H) >■ 

Soit k G N T vérifiant Vt € {1, T} fct = r t \p - 1]. Alors : 



A 1 



1/ ' 



Z\{— k) = Zg(-'k) et donc, grâce à une remarque précédente : \Z\{— k)| p < J~J 

n=l ~~ 1 lï»" 

T 

Comme Z£ est continue et que - Y[ (n + (P ~ 1)N) est dense dans Zj on en déduit que : 



t=l 



N 



VsEZ^ \Z r £ ( S )\ p <l\ 



14 !| 



1 l^n l|p™ 



"IP 



donc la définition suivante a un sens 



on définit Z;(Q,P 1 ,...,P T ^,-): l? p -» C p par : Z p r (Q, A, P T , /x, s) = ^ E Z ^ s )" 



teN T 
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Ceci convient clairement. 
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